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Outils de la Mécanique Quantique

Bonjour madame !
C’est le mécanicien  

Hein !! Comment !!
le musicien ?
Je n’ai que du 
cantique à la 

maison…
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Principe de décomposition spectral

• A une observable A est associé un opérateur !𝐴 dont les vecteurs 
propres forment une base de Hilbert 

• L’action de cet opérateur sur un état propre délivre une valeur propre

un état quelconque du système est décomposé sur cette base de 
vecteurs propres appelées « états propres » du système



Imaginons un dé quantique (microscopique), non pipé, posé à la surface d’un cristal. 
Supposons qu’une des mesures possibles sur ce système consiste à lire le numéro 
inscrit sur la face supérieure du dé. Soit Â l’observable liée à cette mesure.

Il y a 6 valeurs propres et 6 fonctions propres possibles :

On mesure « 1 » et le système est dans l’état normalisé « Face1 »
On mesure « 2 » et le système est dans l’état normalisé « Face2 »
On mesure « 3 » et le système est dans l’état normalisé « Face3 »
On mesure « 4 » et le système est dans l’état normalisé « Face4 »
On mesure « 5 » et le système est dans l’état normalisé « Face5 »
On mesure « 6 » et le système est dans l’état normalisé « Face6 »

Tant que la mesure n’a pas été faite, il FAUT considérer tous les résultats possibles. 
Si chaque face a une proba 1/6 d’être mesurée , l’état du système est alors :

Exemple 1
Principe de décomposition spectrale
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La mesure donne un résultat et un seul. Après la mesure, le système se trouve dans 
un des états propres associés à cette mesure, avec un coefficient 1 (car on a 
déterminé le résultat de la mesure) et toute mesure ultérieure de la face supérieure 
donnera toujours le même résultat. Les états propres d’un opérateur Â sont des 
états stationnaires vis-à-vis d’une mesure la grandeur associée à Â.

Si on a vu la face 5 alors

C’est ce que l’on appelle « la réduction du paquet d’ondes »

En mécanique quantique toute mesure a un effet potentiel sur le système mesuré
car elle modifie la forme mathématique de la fonction d’onde.

Mesure

6 6
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Tirage du Loto

Avant tirage: « Equiprobabilité de sortir un numéro parmi 49 »
Après tirage: 
Numéros sortis = « Résultat de la mesure »



La substance radioactive a une chance sur deux de se désintégrer en une heure,
donc une chance sur deux d'enclencher le mécanisme qui brise la fiole de produit
toxique et tue le chat ! Mais si j’ouvre la boîte je peux savoir si le chat est vivant
ou mort. Mais adieu la superposition d’états. L’ouverture (mesure) a perturbé le
système

Etat du Chat =
1
2
mort + vivant[ ]

Exemple 4: Le chat de Schrödinger
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L’état du système en mécanique quantique est décrit par une FONCTION d’ONDE

Celle-ci est communément notée: Ψ(x1, y1, z1,.....zN , t)

Formalisme, Outils Mathématiques

Si l’on connait en tout point et à chaque instant l’expression de la fonction d’onde, il est 
possible de déterminer en tout point et à chaque instant la probabilité de présence
d’une particule (module au carré de la ft d’onde), cette probabilité indiquant la 
possibilité de trouver la particule, 

pas qu’elle y soit forcément…
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Dans l’espace des positions



OPERATEUR
Dans le formalisme de la mécanique quantique, la mesure (information sur un 

Système physique) est représentée par ce qu’il convenu d’appeler une :
OBSERVABLE 

*A partir d’un état quelconque du système (superposition d’états propres), on ne peut
connaître à priori que LA PROBABILITE de « trouver » le couple valeur propre/état propre
lors de la mesure (NB: à chaque mesure, le résultat de la mesure de A donne une valeur
particulière « a » du spectre de valeurs propres correspondant à (un) état propre (si non
dégénérescence)

*Une observable est formalisée mathématiquement par un OPERATEUR « A » associé.
Cet opérateur va permettre de déterminer l’ensemble des mesures possibles associées à
cette observable (Energie->H, moment cinétique->L, spin->S, etc..)

*Le sens de cette relation opérateur-observable  est de donner la possibilité de décomposer 
un état quantique quelconque  (donc un vecteur quelconque de l'espace de Hilbert) en une
combinaison linéaire d'états propres, chacun de ces états représentant un état possible 
résultant de l'opération de mesure.

=> principe de superpositon spectrale
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la notion de vecteur est le fondement de la branche des mathématiques appelée algèbre 
linéaire.  Un vecteur est un élément d'un espace vectoriel.

Relation vecteur-fonction d’onde 

En mécanique quantique, les fonctions d’onde vont jouer un rôle équivalent


i ,

j,

k{ }forment une base 

L’état quelconque d’un système peut s’ écrire comme une combinaison linéaire d’états 
appelés états propres: 

Ces états ui> définissent ce que l’on appelle une base de vecteurs (états) propres.
Ces états propres constituent les états « observables » du système, cad que lors
d’une mesure on est certain de se trouver dans un des états propres du système.
Mais seule la probabilité de trouver le système dans cet état propre est pertinente
avant la mesure

Ψ


V =α


i +β


j +γ

k⇔Ψ


V =α


i +β


j +γ

k
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Un vecteur V quelconque
peut s’écrire dans une base:  où

(espace de Hilbert)Ψ = ci ui
i=1

N

∑



La notation bra-ket a été introduite par Paul Dirac (on l'appelle aussi formalisme de Dirac) 
pour faciliter l’écriture des équations de la mécanique quantique, mais aussi pour souligner 
l’aspect vectoriel de l’objet représentant un état quantique.

Notation utile: Bra-ket
  

Conjugué du vecteur ligne

| ⟩Ψ : vecteur colonne dans la base des | ⟩𝑢'

|⟨Ψ

| ⟩Ψ

Nommé « bra » de Ψ

Nommé « ket » de Ψ

𝑐*
𝑐+
𝑐,
𝑐-
⋮
𝑐'
𝑐/
⋮
𝑐0

(𝑐* 𝑐+ 𝑐,… 𝑐' … 𝑐0)
∗

𝑢' 𝑢/ est appelé « projection de l’état quantique  𝑢' (état propre de l’opérateur A) 
sur le vecteur de base 𝑢/ (autre état propre de l’opérateur A) »: c’est le produit scalaire de 𝑢' sur 𝑢/
Si les états propres de A sont orthonormés le produit scalaire 𝑢' 𝑢/ est nul.

Ψ = ci ui
i=1

N

∑

𝑢' Ψ est appelé « projection de l’état quelconque  Ψ sur le vecteur de base u »: c’est le produit scalaire de Ψ sur 𝑢'



Φ = H Ψ = λ Ψ

Ψ

Φ = λ Ψ

Signification de l’équation aux valeurs
propres: l’action de H sur Ψ donne un
vecteur 𝜑 colinéaire à Ψ (𝜑 = 𝜆 Ψ)

Þ Ψ est état propre de H
Þ 𝜆 est valeur propre de H
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Produit scalaire de 2 vecteurs U, V: 


U.

V = x* x '  


i . 

i + x* y '  


i .

j  +...+ y* y '  


j.

j +....+ z* z '  


k. 

k    

⇒    

U.

V = x* x '+ y* y '+ z* z '

Projection du vecteur sur un axe propre: 
Ex: Projection du vecteur V sur un des axes du repère orthonormé (i,j,k) 

V. 

i = x  


i . 

i + y 


j.

i + z 


k.

i     ⇒    


V. 

i = x

* Conjugué de la coordonnée


U

2
=

U.

U = x* x + y* y+ z* zcarré de la norme du vecteur  
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Produit scalaire (2 visions)
vecteurs                fonctions d’onde


V


U.

V =


U .

V cosθ


U

θ

Φ(x)  Ψ(x) 

« overlap »

Produit scalaire dans l’espace des états 
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« Projection du vecteur U
 sur V

»


U

2
=

U.

U = x* x + y* y+ z* z

d 3r∫  Φ*(r ) Ψ(r)

Produit scalaire  « intégrale de recouvrement » dans l’espace
des positions

Φ Ψ



Ψ Φ = d3r∫  Ψ*(r ) Φ(r) = d3r∫  Ψ(r ) Φ*(r) $
%

&
'

*

= d3r∫  Φ*(r) Ψ(r ) $
%

&
'

*
= Φ Ψ

*

Quelques Propriétés

En mécanique quantique: le produit scalaire s’écrit:

Φ Ψ ⇒
equivalence

x, y, z[ ]*
x '
y '
z '

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)
= x*x '+ y*y '+ z*z '

Ψ Φ = Φ Ψ *

on dit que les fonctions                         sont  orthogonalesSi Φ Ψ = 0 Φ et  Ψ

d 3r∫  Φ*(r ) Ψ(r)
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⟺

⟺

En notation « braket » ce produit scalaire (espace des états) s’écrit  Φ Ψ

où ⟨Ψl est appelé le bra conjugué du ket | ⟩Ψ | ⟩Ψ

⟨Ψl 



Norme du vecteur 
v=

V

V

   Vecteur normé


V = x2  + y2  + z2    

En Mécanique Quantique: la fonction d’onde doit être de carré sommable 
(la probabilité intégrée sur tout l’espace de trouver la particule doit être égale à 1)

on dit que la fonction        est normée à l’unitéΨ
16

⟩|Ψ ⟹ Ψ Ψ = 1 (𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒)

En notation intégrale dans l’espace des positions ∫𝑑F, Ψ∗(𝑟)Ψ (𝑟)=1

Dans l’espace des états



uj Ψ  = ci
i
∑ uj ui  = ci

i
∑  δi, j = cj

Ψ = ci
i
∑  ui = ui Ψ

i
∑ ui = ui ui Ψ

i
∑

On appelle ceci l’opérateur identité

Opérateurs en mécanique quantique
Outil mathématiqu qui va nous permettre de résoudre

l’équation de Schrödinger et trouver les propriétés (Energie,
Moment cinétique, etc…) physiques d’un système quantique

Relation de fermeture
 Soit le ket Ψ défini dans la base des ui
formant une base de vecteurs orthonormés

⇒ ui ui
i
∑ =1

δi, j ⇒ symbole de Kronecker
δi, j=0 si i ≠ j, δi, j=1 si i=j

Projetons le ket          sur le vecteur de base ujΨ
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Ψ = ci ui
i=1

N

∑



Les seules énergies possibles sont les valeurs propres de l’opérateur A (H, Jz, ….). 
La mesure d’une grandeur A ne peut donner comme résultat qu’une des valeurs propres
de l’observable A

Si mon système dans un état quelconque

Pap = up Ψ
2
= cn up un

n
∑

2

= cnδn,p
n
∑

2

= cp
2

La probabilité de mesurer la valeur ap est alors donnée par:
(je projette mon état quelconque sur la direction up) et je 
prends le module au carré de cette valeur

A un = an un
Ψ = cn

n=1
∑ un

1-valeurs propres non dégénérées (Pour un valeur propre an => un état propre        ) un

Pap = up Ψ
2

Si mon système est dans l’état propre un
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Ψ = ci ui
i=1

N

∑

Pap = up Ψ
2
= cn up un

n
∑

2

= cnδn,p
n
∑

2

= cp
2

Orbitale	moléculaire
(HOMO)

= Probabilité de trouver l’électron
« délocalisé » sur le centre atomique
p particulier (ici on considère l’atome N)

Rmq: La somme des probabilités
de trouver l’é sur cette OM est égal à 1.
car le carré de la norme de la fonction 
d’onde (OM) de l’électron =1 



Principe de décomposition spectrale

Yvan Monka – Académie de Strasbourg – www.maths-et-tiques.fr 

PILE OU FACE 
TP info sur tableur  

 
 
 

Commentaire : Utiliser le tableur comme outil de simulation pour introduire 
la notion de probabilité à l'aide de la fréquence. 
 
 
 
 

On se propose de simuler avec le tableur les lancers successifs d’une pièce de 
monnaie et de calculer les fréquences d’apparition de « Pile » et de « Face ». 
On considère que l’affichage par le tableur d’un « 0 » correspond à « Pile » et que 
l’affichage d’un « 1 » correspond à « Face ». 
 
 

1) a) Dans la colonne A du tableur, simuler 20 lancers successifs d’une pièce de 
monnaie.   T1 
b) Calculer la fréquence d’apparition de « Face ». 

 
2) a) Prolonger la colonne A pour simuler 70 lancers successifs d’une pièce de 

monnaie. 
b)  Dans la cellule B1, calculer l’effectif d'apparition de « Face ». 
c)  Dans la cellule C1, calculer la fréquence d’apparition de « Face ». 
d) Effectuer plusieurs autres simulations de 70 lancers et noter les fréquences 
obtenues.   T2 

 
3) a) Prolonger la colonne A pour effectuer des nombres de plus en plus grands de 

lancers. 
b) Recopier et compléter un tableau du même type : 
 

Nombre de lancers   … 
Fréquence d’apparition de « Face »   … 

 
c) Que constate-t-on lorsque le nombre de lancers augmente.  
d) Expliquer pourquoi ce résultat était prévisible. 

 
 

AIDES TABLEUR 
 

T1 
La formule ALEA.ENTRE.BORNES(0;1) affiche de façon aléatoire un « 0 » ou un « 1 ». 
 
T2 
Appuyer sur la touche F9 sous Excel (MAJ+Ctrl+F9 sous OpenOffice) permet d’effectuer 
une nouvelle simulation. 
 

 

Hors du cadre de la classe, aucune reproduction, même partielle, autres que celles prévues à l'article L 122-5 du code de 
la propriété intellectuelle, ne peut être faite de ce site sans l'autorisation expresse de l'auteur. 

www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales 
 

50%* de chances de tomber sur Face

50%* de chances de tomber sur Pile
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Exemple 

⟩|𝑝𝑖𝑙𝑒 𝑜𝑢 ⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒

Après la mesure

⟩⟨𝑓𝑎𝑐𝑒|𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 = *
+

⟩⟨𝑓𝑎𝑐𝑒|𝑃𝑖𝑙𝑒 + *
+
⟨𝑓𝑎𝑐𝑒 ⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒 = *

+
→ 𝑃]^_` = ⟨𝑓𝑎𝑐𝑒| ⟩𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 + = *

+

Avant la mesure

⟩|𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 =
1
2

⟩|𝑝𝑖𝑙𝑒 +
1
2

⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒

⟩⟨𝑝𝑖𝑙𝑒|𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 = *
+

⟩⟨𝑝𝑖𝑙𝑒|𝑃𝑖𝑙𝑒 + *
+
⟨𝑝𝑖𝑙𝑒 ⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒 = *

+
→ 𝑃b'c` = ⟨𝑝𝑖𝑙𝑒| ⟩𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 + = *

+



2-Valeurs propres dégénérées

Yvan Monka – Académie de Strasbourg – www.maths-et-tiques.fr 

PILE OU FACE 
TP info sur tableur  

 
 
 

Commentaire : Utiliser le tableur comme outil de simulation pour introduire 
la notion de probabilité à l'aide de la fréquence. 
 
 
 
 

On se propose de simuler avec le tableur les lancers successifs d’une pièce de 
monnaie et de calculer les fréquences d’apparition de « Pile » et de « Face ». 
On considère que l’affichage par le tableur d’un « 0 » correspond à « Pile » et que 
l’affichage d’un « 1 » correspond à « Face ». 
 
 

1) a) Dans la colonne A du tableur, simuler 20 lancers successifs d’une pièce de 
monnaie.   T1 
b) Calculer la fréquence d’apparition de « Face ». 

 
2) a) Prolonger la colonne A pour simuler 70 lancers successifs d’une pièce de 

monnaie. 
b)  Dans la cellule B1, calculer l’effectif d'apparition de « Face ». 
c)  Dans la cellule C1, calculer la fréquence d’apparition de « Face ». 
d) Effectuer plusieurs autres simulations de 70 lancers et noter les fréquences 
obtenues.   T2 

 
3) a) Prolonger la colonne A pour effectuer des nombres de plus en plus grands de 

lancers. 
b) Recopier et compléter un tableau du même type : 
 

Nombre de lancers   … 
Fréquence d’apparition de « Face »   … 

 
c) Que constate-t-on lorsque le nombre de lancers augmente.  
d) Expliquer pourquoi ce résultat était prévisible. 

 
 

AIDES TABLEUR 
 

T1 
La formule ALEA.ENTRE.BORNES(0;1) affiche de façon aléatoire un « 0 » ou un « 1 ». 
 
T2 
Appuyer sur la touche F9 sous Excel (MAJ+Ctrl+F9 sous OpenOffice) permet d’effectuer 
une nouvelle simulation. 
 

 

Hors du cadre de la classe, aucune reproduction, même partielle, autres que celles prévues à l'article L 122-5 du code de 
la propriété intellectuelle, ne peut être faite de ce site sans l'autorisation expresse de l'auteur. 

www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales 
 

50%* de chances de tomber sur Face

50%* de chances de tomber sur Pile

Si la pièce vaut 1
Euro, que je tire 
Pile ou Face je n’ai 
qu’une seule et même
Valeur pour ma pièce 

A deux états propres (Pile ou Face)
correspond une seule valeur propre=> 1 Euro

La probabilité de mesurer la valeur ap (1 Euro) 
de ma pièce est égale à 1 !!
J’ai ce que l’on appelle une valeur propre dégénérée

21



On écrit l’état d’un système quelconque de la forme:

La probabilité de mesurer la valeur ap est donnée alors par:

Ψ = cn
i

i=1

gn

∑ un
i

n
∑

2-Valeurs propres dégénérées au sens de la MQ

A une valeur propre an => plusieurs fonctions propres 𝑢d' (i=1…g)
avec g appelée dégénerescence (nombre d’états 𝑢d' de même valeur propre)

Pap = up
i Ψ

2

i

gp

∑ = cp
i 2

i

gp

∑
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Si on applique cette relation au cas de la pièce de 1 Euro : n=1 (1 pièce), g=2 (2 faces))

𝑃* `eFf =
*
+
⟨𝑝𝑖𝑙𝑒 gh|𝑝𝑖𝑙𝑒 + 𝑓𝑎𝑐𝑒

+
+ *

+
⟨𝑓𝑎𝑐𝑒 gh|𝑝𝑖𝑙𝑒 + 𝑓𝑎𝑐𝑒

+
= ( *

+
)++( *

+
)+= 1

A un
i = an un

i  (i=1,2....gn )

i𝑂𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑟 ⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒 =1 ⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒

i𝑂𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑟 ⟩|𝑝𝑖𝑙𝑒 =1 ⟩|𝑝𝑖𝑙𝑒
Equations aux valeurs propres 

⟩|𝑃𝑖𝑒𝑐𝑒 =
1
2

⟩|𝑝𝑖𝑙𝑒 +
1
2

⟩|𝑓𝑎𝑐𝑒

Avant la mesure
Exemple



Valeur moyenne de A

La valeur moyenne de l’observable A dans un état quelconque est définie comme la 
moyenne des résultats obtenus en effectuant un nombre N de mesures de cette
observable sur des systèmes tous dans l’état  

La mesure d’une observable dans un état propre               est égale à           : an

Ψ

un
Soit                un état quelconque dy système, construit sur la base des états propres

Ψ = ci ui
i=1

N

∑

Montrons que la valeur moyenne de A est alors donnée par l’expression:

AΨ = Ψ A Ψ

Ψ
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A un = an un



Soient N mesures de l’observable A, on obtient au final après N mesures  N(an) fois la valeur propre an

A
Ψ
= an

n
∑ Ψ un un Ψ

Pan = limN→∞

N (an )
N

 et N (an )
n
∑ = N

La valeur moyenne des résultats des N mesures est donc donnée par l’expression:

Or nous avons vu que Pap = up Ψ
2
= up Ψ

*
up Ψ = Ψ up up Ψ

A
Ψ
=
1
N

an
n
∑ N (an ) = an

n
∑ P(an )

On considère que les valeurs propres sont non dégénérées
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Probabilité de mesurer an

an



A un = an unComme 

A
Ψ
= Ψ A Ψ

Grâce à la relation de fermeture ui ui
i
∑ =1

A
Ψ
= Ψ A un un Ψ

n
∑

25



Cette représentation de la valeur moyenne peut être donnée en représentation intégrale dans 
l’espace des positions (r) 

A
Ψ
= Ψ A Ψ ∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) AΨ(𝑟) 



* Action d’un opérateur sur un bra/ket

Ψ ' =  Ψ A+

c1..  .. .. cn
*

a1,1 a2,1 a3,1

a1,2 a2,2 a3,2

a1,3 a2,3 a3,3

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

*

= Ψ At* = Ψ A+ = c '1 ..  .. .. c'n
*
= Ψ '

Ψ '  est le bra ( conjugué du vecteur ligne) de Ψ ' (colonne)

Soit  Ψ ' = A Ψ

ou

c '1
...
..
c 'n

⇒

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

c1
...
..
cn
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Exemple

A Ψ = 2 1
−2i 3

1+ 2i
3+ i

= 2+ 4i+3+ i
−2i+ 4+ 9+3i

= 5+ 5i
13+ i

= Ψ '

Ψ = 1+ 2i
3− i

,  A = 2 1
−2i 3

Vérifions que Ψ At* = Ψ '

Ψ ' = 5− 5i 13− i

At* = 2 2i
1 3

⇒ Ψ At* = 1− 2i 3+ i 2 2i
1 3

= 2− 4i+3− i 2i+ 4+ 9−3i = 5− 5i 13− i = Ψ '

28
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Comme Ψ ' Φ =  Φ Ψ ' *

Ψ A+ Φ = Φ A Ψ
*

Ψ A+ Φ = Ψ ' Φ

⇒ Φ Ψ ' * = Φ A Ψ
*

Ψ ' =  Ψ A+alors

29

Soit  Ψ ' = A Ψ

Comme Ψ ' Φ =  Φ Ψ ' *



En représentation intégrale dans l’espace des positions

Ψ A+ Φ = Φ A Ψ
*

Φ 𝐴 Ψ ∗ →[∫𝑑𝑟, Φ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]*= [∫𝑑𝑟, Φ(𝑟) (AΨ(𝑟))∗] → Ψ 𝐴n Φ

Ψ 𝐴n Φ → ∫𝑑𝑟, Φ(𝑟) (AΨ(𝑟))*



A = A+

 ai, j = a
*
j,i ( éléments non diagonaux)

aii = a
*
ii ⇒ aii  rééls ∀i (éléments diagonaux)

A =
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

= A+ = At* =

a*1,1 a*2,1 a*3,1
a*1,2 a*2,2 a*3,2
a*1,3 a*2,3 a*3,3

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

En MQ, les opérateurs ont la propriété de délivrer des valeurs propres réelles: 

Les opérateurs sont hermitiques  

31



Propriétés d’un opérateur Hermitique:  A=A+

Les valeurs propres d’un opérateur Hermitique sont réelles

Soit l’équation aux valeurs propres

u  est appelée "fonction propre" de A
λ  est appelée "valeur propre" de A
 

u A + u = λ* u u

Or, u A+ u = u A u

A u = λ u

u A+ = u λ*

u A u = λ u u

λ* = λ Valeur propre réelle

Projetons sur le vecteur u  

Mais si A u = λ u

32

A=A+ = 𝜆*

(Les vecteurs u forment 
une base orthonormée)



En représentation intégrale dans l’espace des positions

[∫ 𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) 𝐴𝑢(𝑟)]∗ = [∫𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) A𝑢(𝑟)] 

Si A=A+

On a vu que

Si on remplace Φ 𝑒𝑡 Ψ 𝑝𝑎𝑟 𝑢 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

CQFD

Φ 𝐴 Ψ ∗ →[∫𝑑𝑟, Φ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]*= [∫𝑑𝑟, Φ(𝑟) (AΨ(𝑟))∗] → Ψ 𝐴n Φ

→ [∫𝑑𝑟, Φ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]∗ = ∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) 𝐴Φ(𝑟)

Ψ 𝐴n Φ =      Ψ 𝐴 Φ → ∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) 𝐴Φ(𝑟)



En représentation intégrale

∫𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) A 𝑢(𝑟) = [∫ 𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) 𝜆 𝑢(𝑟)]=[𝜆 ∫ 𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) 𝑢(𝑟)]=𝜆

𝜆= 𝜆*

[∫ 𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) 𝐴𝑢(𝑟)]∗ = [∫𝑑𝑟, 𝑢∗(𝑟) A𝑢(𝑟)] Comme Si A=A+



Propriété 

la valeur moyenne d’un opérateur hermitique est réelle

comme A = A+

On a vu que Φ A Ψ *= Ψ A+ Φ Ψ A Ψ *= Ψ A+ Ψ

Ψ A Ψ = Ψ A Ψ
*

Si Les opérateurs sont hermitiques  A = A+  

Ψ = ci ui
i=1

N

∑soit un état quelconque 
Ψ ≡Φ

35

si

la valeur moyenne d’un opérateur est réelle



En représentation intégrale dans l’espace des positions

[∫ 𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]∗ = [∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) AΨ(𝑟)] Ψ A Ψ = Ψ A Ψ
*

Si A=A+

On a vu que

Si on remplace Φ 𝑝𝑎𝑟 Ψ, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

CQFD

Ψ A Ψ = Ψ A Ψ
*

≡

Φ 𝐴 Ψ ∗ →[∫𝑑𝑟, Φ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]*= [∫𝑑𝑟, Φ(𝑟) (AΨ(𝑟))∗] → Ψ 𝐴n Φ

→ [∫𝑑𝑟, Φ∗(𝑟) 𝐴Ψ(𝑟)]∗ = ∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) 𝐴Φ(𝑟)

Ψ 𝐴n Φ =      Ψ 𝐴 Φ → ∫𝑑𝑟, Ψ∗(𝑟) 𝐴Φ(𝑟)



A u = λ u ⇒ u A = λ u

A t = β t ⇒ t A = β t

On x par t     A u = λ u ⇒ t A u = λ t u

On x par u  t A = β t ⇒ t A u = β t u

Comme les valeurs propres sont différentes, alors 0 = t u ⇒ u ⊥ t

* Théorème 

2 vecteurs propres ( ) d’un opérateur hermitique A correspondants à 2 valeurs
propres différentes ( ) sont orthogonaux

u, t
λ,β

0 = (λ −β ) t u

37

Car A=A+ et 𝜆,𝛽 réelles



BILAN à retenir

-Les valeurs propres d’un opérateur hermitique A sont 
réelles

-2 vecteurs propres d’un opérateur hermitique A 
correspondants à 2 valeurs propres différentes sont 
orthogonaux

-la valeur moyenne d’un état quantique construit sur une 
base d’états propres d’un opérateur hermitique A est réelle
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det A−λI[ ] = 0

A⇒
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

Pour l’opérateur A, on associe une matrice
dans une base            telle que     

ai,j sont les éléments de matrice de A: 

Rappels : Détermination des valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur (A)
hermitique

Ψ k = ci,k
i=1

3

∑ Φi  (k =1,3)

*Recherche des valeurs propres
*Dans la base des nouveaux états propres de A, A est diagonale et  

ai, j = Φi A Φ j

Φ{ }i=1−>3

* Les fonctions propres sont orthogonales et normées à l’unité 
39

Si A est n’est pas diagonale=> les éléments de la diagonale ne sont plus valeurs propres 
de A. La matrice A n’est pas diagonale dans la base 𝚽A.

Si A est diagonale => les éléments de la diagonale sont valeurs propres de A. 
On dit que la matrice A est diagonale dans la base 𝚽A  de ses vecteurs propres



1-Dans la base des états propres de H, la matrice H est diagonale.

2-Les éléments diagonaux de la matrice diagonale
représentent les valeurs propres de H=A.

Exemple

A⇒
a1,1 0 0
0 a2,2 0
0 0 a3,3

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

⇒ H ⇒

E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
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-Si la matrice A n’est pas diagonale (termes de couplage hors diagonaux),
la diagonalisation permet d’obtenir les nouveaux états propres de A
Cad les « nouveaux » vecteurs de base qui rendent A diagonale.
a’i,i constituent les nouvelles valeurs propres de A

Rappels

Exemple

A =
EH
1s β

β EH
1s

!

"

#
#

$

%

&
&
⇒ det A−αI[ ] = det

E1s −α β

β E1s −α

!

"
#
#

$

%
&
&
= 0

det = (E1s −α)
2 −β 2 =α 2 − 2αE1s + (E

2
1s −β

2 )
Δ = 4E1s

2 − 4(E 2
1s −β

2 ) = 4β 2 ⇒ E± = E1s ±β Valeurs propres

Terme de couplage
Hors diag.

a '1,1 0 0
0 a '2,2 0
0 0 a '3,3

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

Diagonalisation

A⇒
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

Formation des 2 orbitales moléculaires de la molécule H2 à partir des 2 orbitales atomiques 1s de H
(les orbitales 1s des 2 Hydrogènes sont considérées orthonormées) Φ1  et  Φ2: OA 1s des 2 atomes H

41
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E1s
H

E1s
H −β

β

β

E1s
H

E1s
H +β

β < 0

atome atome

molécule 42



Vecteurs propres

Ψ+ Ψ− =
1
2

#

$
%

&

'
(
2

Φ1 +Φ2 Φ1 −Φ2

Φ2 Φ1 = Φ1 Φ2 = S12 = 0; Φ2 Φ2 = Φ1 Φ1 =1

Ψ+ Ψ− =
1
2

Φ1 Φ1 − Φ1 Φ2 + Φ2 Φ1 + Φ2 Φ2( ) = 0

a− = E1s −β

E1s − a− β

β E1s − a−

"

#
$
$

%

&
'
'

c1

c2

"

#
$
$

%

&
'
'
= 0

0

"

#
$

%

&
'

⇒ (E1s − a− )c1 +βc2 = 0⇒ c2 = −c1

avec c1
2 +c2

2 =1 (normalisation de la fonction d'onde)

⇒ c1 =
1
2

;  c2 = −
1
2

Ψ− =  1
2

(Φ1 −Φ2 )⇒ antiliante

a+ = E1s +β

E1s − a+ β

β E1s − a+

"

#
$
$

%

&
'
'

c1

c2

"

#
$
$

%

&
'
'
= 0

0

"

#
$

%

&
'

⇒ (E1s − a+ )c1 +βc2 = 0⇒ c2 = c1

avec c1
2 +c2

2 =1 (normalisation de la fonction d'onde)

⇒ c1 =
1
2

;  c2 =
1
2

Ψ+ =  1
2

(Φ1 +Φ2 )⇒ liante

Ψ+ ⊥ Ψ−

Projetons alors les états quantiques Ψn/v 𝑂𝑀 +/− 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙y𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒 𝑑𝑒𝑠
𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 (𝑟)

rr2r1

rr2r1

Propriétés

base d’OM
orthogonales

x scalaire Ψn/v

Φ*/+ base d’OA orthogonales


