Introduction a la Mécanique quantique
PARTIE 2
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Outils de la Mécanique Quantique

Hein !! Comment !!
le musicien ?
Je n‘ai que du
cantique a la

maison...

Bonjour madame !
C'est le mécanicien




Principe de decomposition spectral

* A une observable A est associe un opérateur A dont les vecteurs
propres forment une base de Hilbert

* 'action de cet opérateur sur un état propre délivre une valeur propre

un état quelconque du systeme est décomposeé sur cette base de
vecteurs propres appelées « états propres » du systeme



Principe de decomposition spectrale

Exemple 1

Imaginons un dé quantique (microscopique), non pipé¢, pos¢€ a la surface d’un cristal.
Supposons qu’une des mesures possibles sur ce systéme consiste a lire le numéro
inscrit sur la face supérieure du dé. Soit A I’observable li¢e a cette mesure.

Il y a 6 valeurs propres et 6 fonctions propres possibles :

- o
On mesure « 1 » et le systeme est dans 1’état normalisé « Facel » il \
On mesure « 2 » et le systeme est dans I’état normalisé « Face2 » ® Y ’;‘
On mesure « 3 » et le systeme est dans I’état normalisé « Face3 » . (Y OJ

On mesure « 4 » et le systeme est dans I’état normalisé « Face4 »
On mesure « 5 » et le systeme est dans 1’état normalisé « Face5 »
On mesure « 6 » et le systeme est dans 1’état normalisé « Face6 »

Tant que la mesure n’a pas été faite, il FAUT considérer tous les résultats possibles.
Si chaque face a une proba 1/6 d’étre mesurée , 1’état du systéme est alors :

}Face_sup}zﬁ}Face1}%Wace2>+ﬁface3>+ﬁface4>+ﬁfaceS}%}Fac%}



La mesure donne un résultat et un seul. Apres la mesure, le systéme se trouve dans
un des états propres associ€s a cette mesure, avec un coefficient 1 (car on a
déterming¢ le résultat de la mesure) et toute mesure ultérieure de la face supérieure
donnera toujours le méme résultat. Les états propres d’un opérateur A sont des
états stationnaires vis-a-vis d’une mesure la grandeur associée a A.

Si on a vu la face 6 alors ‘F ace_sup>=ﬂ7aceﬁ>
C’est ce que I’on appelle « la réduction du paquet d’ondes »

En mécanique quantique toute mesure a un effet potentiel sur le systéme mesuré
car elle modifie la forme mathématique de la fonction d’onde.




Tirage du Loto

Avant tirage: « Equiprobabilité de sortir un numéro parmi 49 »
Apres tirage:
Numéros sortis = « Résultat de la mesure »



Exemple 4: Le chat de Schrédinger

Etat du Chat = — [mort + vivant ]
La substance radioactive a une chance sur deux de se désintégrer en une heure,
donc une chance sur deux d'enclencher le mécanisme qui brise la fiole de produit
toxigue et tue le chat ! Mais si jouvre la boite je peux savoir sile chat est vivant
ou mort. Mais adieu la superposition d'états. L ouverture (mesure) a perturbé /e
systéme



Formalisme, Outils Mathématiques

L'état du systeme en mécanique quantique est décrit par une FONCTION d'ONDE

Celle-ci est communément notée: ‘P(xl . yl . Zl ..... ZN . t) Dans l'espace des positions

Si I'on connait en tout point et a chaque instant I'expression de la fonction d'onde, il est
possible de déterminer en tout point et a chaque instant la probabilité de présence
d'une particule (module au carré de la ft d'onde), cette probabilité indiquant la
possibilité de trouver la particule,

pas qu'elle y soit forcément...



OPERATEUR

Dans le formalisme de la mécanique quantique, la mesure (information sur un
Systeme physique) est représentée par ce qu'il convenu d'appeler une :
OBSERVABLE

*Une observable est formalisée mathématiquement par un OPERATEUR « A » associé.
Cet opérateur va permettre de déterminer I'ensemble des mesures possibles associées a
cette observable (Energie->H, moment cinétique->L, spin->S, etc..)

*Le sens de cette relation opérateur-observable est de donner la possibilité de décomposer

un état quantique quelconque (donc un vecteur quelconque de |'espace de Hilbert) en une
combinaison linéaire d'états propres, chacun de ces états représentant un état possible
résultant de |'opération de mesure.

*A partir d'un état quelconque du systéme (superposition d'états propres), on ne peut
connattre a priori que LA PROBABILITE de « ftrouver » le couple valeur propre/état propre
lors de la mesure (NB: a chaque mesure, le résultat de la mesure de A donne une valeur

particuliére « a » du spectre de valeurs propres correspondant a (un) état propre (si non
dégénérescence)



Relation vecteur-fonction d'onde

la notion de vecteur est le fondement de la branche des mathématiques appelée algebre
linéaire. Un vecteur est un élément d'un espace vectoriel.

Un vecteur V quelconque
peut s'écrire dans une base:

\

‘7 = a; + /3’} + y]g ol {f,j,lg}forment une base

En mécanique quantique, les fonctions d'onde vont jouer un réle équivalent

V=af+/5}+yl€c>‘l’

L'état quelconque Y d'un systeme peut s' écrire comme une combinaison linéaire d'états
appelés états propres: (u;)
N
|1P> = Eci
i=1

Ces états ui> définissent ce que I'on appelle une base de vecteurs (états) propres.
Ces états propres constituent les états « observables » du systéme, cad que lors
d'une mesure on est certain de se trouver dans un des états propres du systéme.
Mais seule la probabilité de trouver le systéme dans cet état propre est pertinente
avant la mesure

ui> (espace de Hilbert)
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Notation utile: Bra-ket

)

La notation bra-ket a été introduite par Paul Dirac (on I"appelle aussi formalisme de Dirac)
pour faciliter I'écriture des équations de la mécanique quantique, mais aussi pour souligner
I'aspect vectoriel de I'objet représentant un état quantique.

N
W) = Eci
i=1
Ca |W): vecteur colonne dans la base des |u;)

|LIJ> Nomme « ket » de ¥ é

ui> C2

<LIJ| Nommeé « bra » de W (cg ¢y c3- € ---CN)* Conjugué du vecteur ligne

(Ui |LIJ> est appelé « projection de I'état quelconque LIJ sur le vecteur de base u »: c’est le produit scalaire de W sur u;

(ui |u> est appelé « projection de I'état quantique u; (état propre de l'opérateur A)
J sur le vecteur de base u; (autre état propre de I'opérateur A) »: c’est le produit scalaire de u; sur u;
Si les états propres de A sont orthonormés le produit scalaire (ui|uj) est nul.



Vision fonction d’ondes Vision vectorielle (Dirac)

4 ™

Y (X) 2

/\_\ > Signification de I'équation aux valeurs

P \ propres: I'action de H sur ¥ donne un

— ~ L ) vecteur ¢ colinéaire a ¥ (¢ = 1 ¥)
X
V(0= 00+ Wa(X) = W est état propre de H
\ /T§\ ( > = A est valeur propre de H
I_ A . B W’J X) ==
W]z) /, 3 ?/ \x *l / T-a _!¢>:|wl >—|—m,lr2 >

= - - "---._______-_- . -
lv,>

[)= H|w)=2|w)

10>=H |y> |CI)> = 7L|‘P>
y ‘ —
/ T\\]

P W)
/- 12




Rappel

Projection du vecteur sur un axe propre:
Ex: Projection du vecteur V sur un des axes du repére orthonormé (i,j.k)

Vii=xi.i+yji+zki = V.i=x

Produit scalaire de 2 vecteurs U, V:

UV=x*x"i.i+x*y'i.j +..+y*y' jj+..+2%7 k. k

= UV=x*x'+y*y'+z*7

* Conjugué de la coordonnée

carré de la norme du vecteur

Hﬁ”z =1717=x*x+y*y+z*z
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Produit scalaire (2 visions)
vecteurs <mmm®) fonctions d’onde

H(?Hz =UU=x*x+y*y+z%z

D(x) Px)

« overlap »

Produit scalaire « intégrale de recouvrement » dans |'espace
des positions

fffﬂﬁwma
Produit scalaire dans I'espace des états (D |Y)
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En mécanique quantique: le produit scalaire s'écrit: f d’r ® () P(7)

En notation « braket » ce produit scalaire (espace des états) s’écrit (P |V)

ou (PI est appelé le bra conjugué du ket |¥)

|¥)
» ST
equivatence 2 " " "
) (@) = [opa]| ¥ |=xxeyyedy
Z'

Quelques Propriétés

(W) of &F W' ) D) =] [ dF W(F) @ (7) ]
-[[dF &' ® W) ]*@@) p'

(P|®)=(2'P)*

Si <(I)‘\P> = (| onditque les fonctions | P ef W | sont orthogonales
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Norme du vecteur HVH = \/x2 +y° +7°

Vecteur normé V=

E‘ <

En Mécanique Quantique: la fonction d'onde doit étre de carré sommable
(la probabilité intégrée sur tout I'espace de trouver la particule doit €tre égale a 1)

Dans l'espace des états |LJ> — (LIJ".IJ) — 1 (CaT'T'é de la TlOT'Tne)

" 3 *x 7= - _
En notation intégrale dans I'espace des positions J dr l'IJ (T') l'IJ (T')—l

on dit que la fonction qj est normée a l'unité

16



Relation de fermeture
Soit le ket

”f> >

formant une base de vecteurs orthonormés

Projetons le ket |‘P> sur le vecteur de base ‘u]>

lIJ — — 5 d,; = symbole de Kronecker
l/tj — C; uj u,) = ¢ ij Cj 5,=0sii=j,d, =1 siiz]

i I

W)= 26 )= ([ )l) = 2l P)
= Dl

><l/l ‘ o 1” On appelle ceci l'opérateur identité

17



Les seules énergies possibles sont les valeurs propres de l'opérateur A (H, J, ....).
La mesure d'une grandeur A ne peut donner comme résultat qu'une des valeurs propres
de l'observable A

1-valeurs propres non dégénérées  (Pour un valeur propre a, => un état propre |un>

Si mon systéme est dans |'état propre uy, A ‘ un> =a, ‘ un>

Si mon systéme dans un état quelconque ‘\IJ> — E C, ‘ un>

n=1
La probabilité de mesurer la valeur a, est alors donnée par: 2
(je projette mon état quelconque sur la direction u,) et je P = ‘<u ‘ IIJ>‘
prends le module au carré de cette valeur “p P
2 2

I

P
S
FQO
X

I

9
e
S

F., = ‘<up‘qj>‘2 B gcn <up‘un>

18




( |ui ) => base d’orbitales atomiques)

Orbitale mo]eculaJre
(HOMO)
2 2
2 Z Probabilité de trouver I'électron
_ - _ - = ili uv
})ap — ‘<up “P>‘ — E Cp <up un> — Ecnén,p — ‘Cp‘ « délocalisé » sur le centre atomique
- - p particulier (ici on considere I'atome N)

Rmg: La somme des probabilités

de trouver I'é sur cette OM est égal a 1.
car le carré de la norme de la fonction
d’onde (OM) de I'électron =1
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Exemple
Principe de decomposition spectrale

— Avant la mesure
50%* de chances de tomber sur Pile

1 1
|Piece) = — |pile) +—2 |face)

V2 V2

Apres la mesure

|pile) ou |face)

50%* de chances de tomber sur Fac_e/

. . 1, . . 1, . 1 . . 1
(pile|Piece) = Ti(pllelPlle) +7§ (pllelface)=72 > Pojle = |(pile|Piece)|? ==

(face|Piece) = —(face|Pile) +— (face|face)=— - Prqce = |(face|Piece)|? =-

20



2-Valeurs propres dégénérées

50%* de chances de fomber sur Pile
‘ Si la piece vaut 1
(N Euro, que je tire
-1 Pile ou Face je n'ai
: N\ qu'une seule et méme
\ \ Valeur pour ma piéce
g 50%* de chances de tomber sur Face
La probabilité de mesurer la valeur a, (1 Euro) <:| A deux états propres (Pile ou Face)
de ma piéce est égale a1l correspond une seule valeur propre=>1 Euro

J'ai ce que l'on appelle une valeur propre dégénérée

21



2-Valeurs propres dégénérées au sens de la MQ

u> (i=1.2...g)

l

A une valeur propre a,=> plusieurs fonctions propres u}(i=1..g) A‘u;> =a,
avec g appelée dégénerescence (nombre d'états ul, de méme valeur propre)

En
On écrit I'état d'un systéme quelconque de la forme: ‘\I;> _ § : E : Ci
n

-1

n i
gp . 5 8p '
e 2 , l l
La probabilité de mesurer la valeur a, est donnée alors par: | P, = E Kup ‘P> = E c,
P

i i
Exemple
Si on appligue cette relation au cas de la piece de 1 Euro : n=1 (1 piece), g=2 (2 faces)) Avant la mesure

1 1

Opérateur lancer|pile)=1 |pile |Piece) = — |pile) +— |face)
Equations aux valeurs propres 4 iz =L i) V2 V2
Opérateur lancer |face)=1 |face)

2
+ é(face“pile +face)‘ = 712)2+(712)2= 1

‘2

P curo = ‘\/% (pile||pile + face)

22



Valeur moyenne de A

La mesure d'une observable dans un état propre ‘ u > est égale a a, : A ‘ u > =d, ‘ I/tn>

Soit ‘ ‘P> un état quelconque dy systéme, construit sur la base des états propres

W) = EC )

La valeur moyenne de lobser'vable A dans un état quelconque est définie comme la
moyenne des résultats obtenus en effectuant un nombre N de mesures de cette
observable sur des systémes tous dans I'état >

Montrons que la valeur moyenne de A est alors donnée par I'expression:

(Ay) =(W[A|W)

23



On considere que les valeurs propres sont non dégénérées

Soient N mesures de I'observable A, on obtient au final aprés N mesures N(a,) fois la valeur propre a,

N(a,)
N

P =1lim

a, N—

ct EN(an) =N

Probabilité de mesurer a,

La valeur moyenne des résultats des N mesures est donc donnée par I'expression:
A 1 N P
( >W=ﬁzan (“n)=2an )
n n

Or nous avons vu que Pap = Kup |‘P>‘2 = <up |1P>* <up |‘P> = <‘P|up><up |‘P>

(Ao = et (W), )

24



Comme A‘un>=an‘un>
(A = SCP|AL, Yoo, W)

Grace a la relation de fermeture E ‘ I/ti><l/ti ‘ = 1”
[

(A)y =(P[A|W)




Cette représentation de la valeur moyenne peut €tre donnée en représentation intégrale dans
I’espace des positions (r)

(A, =(W|A|P) | mmp [di® v @AY




* Action d'un opérateur sur un bra/ket

. : | iy Gy Gy |
Soit |W')Y=A|¥Y) | mm) | .
= Gy Gy, Gy

! Ay G3p Gy |

n L - n

(W'| est le bra ( conjugué du vecteur ligne) de |W')(colonne)

=) [(w]= (w[a

al,l a2,1 a3,1

ES [*
a, d,, ds, =<IP‘A =<lp

A=l e =

ou ‘Clo. ve oo Cn

iz dy; sy







Soit |W')y=A|P)

dors (W'|= (W[A* | D> (P|AT|D)=(¥'|D)

Comme <1P"<I)>= <<I)“P'>* :<(I)‘1P'>*=<(D‘A“P>*

Comme <1P"(I)> = <CI)“P'>*

$

®) = (@[A¥)

A+

(W




(W|AT|@) = (@|A|¥)

En représentation intégrale dans I’espace des positions

(PIAY|D) > [ d7° (7)) (AP(7))*

(DIA|W) —[f dF° @ (7) AV (@)]*= [[ dF° O(7) (AV(7))*] - (P|AT| D)



En MQ, les opérateurs ont la propriété de délivrer des valeurs propres réelles:

Les opérateurs sont hermitiques ! ! +

i ES b b
g, 4, 4y Ay Gy Ay

+ t* b % %
A= dy;, Qyy, Ay, =A"=A" = i, d,, ds,

ES b3 ES
a3 O3y Us3 a5 Qy5 A3

* /1 / d-
a;; = a, ( €lements non diagonaux)

* / / ® /1 7 .
a.=a. = a. rééls Vi (éléments diagonaux)



Propriétés d'un opérateur Hermitique: A=A*
Les valeurs propres d'un opérateur Hermitique sont réelles

Soit I'équation aux valeurs propres A | u> = A | I/t> L vEeiers for'm,en‘r
une base orthonormée)

|u) est appelée "fonction propre" de A

A est appelée "valeur propre" de A

Projetons sur le vecteur |u> |:> <u ‘ A ‘ I/t> = A <I/t ‘ I/t>

Mais si A|u>=)L|u> :> <u|A+=<u|)\,*
<u|A+|u>=)L*<u|u> A

S

l/t> = <u‘A‘u> = 1* |:> A* = A Valeur propre réelle
3
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En représentation intégrale dans 1’espace des positions

On avu que

(DAY —[f dF® & (7) AV (@)]*= [[ d7° @(F) (AP (7))*] > (P|AT| D)
Si A=A*

(W|A*|D) - (Y]A|D) S [ di? WH(FR) AD(F)
- [[dP? ©*(F) AV (F)]* = [ dPF3 W*(F) AD(F)
Sion remplace @ et W par u alors on obtient

[[d73 u*(7) Au(@)]* = [[ d7® u*(7) Au(7)]

CQFD



En représentation intégrale

[d73 w* @) Au(@) =[[ d7? u* (@) Au(@))=[A [ d73 u*(7) u(@)])=A

comme [ d7® u*(#) Au(P)]* = [[ d73 u*(#) Au(7)] Si A=A+

—) A= 2%



Propriété  SiLes opérateurs sont hermitiques A = A"

|:> la valeur moyenne d'un opérateur est réelle

N
soit un état quelconque W)= > ¢ |y,
q q w) 21 LN T

On a vu que <(I)|A|\IJ>>‘< =<‘P|A+|(I)> :> (W|A[P)* =(W|A" | W)

comme A=A" :> <1P|A|‘P>= <‘P|A|‘P>*

la valeur moyenne d'un opérateur hermitique est réelle




(WlA|w) =(w|A|w)

En représentation intégrale dans I’espace des positions

On avu que

(DIA|W) —[f dF° & (7) AV (@)]*= [[ d7° O(F) (AV(7))*] > (P|AT|D)

Si A=A*
(P]A™|P) = (Y]A]P)

> [d73 W*(F) AD ()

> [ di? ©*(F) A¥(P)]x = [ dF3 W*(F) AD(P)

Si on remplace @ par W, alors on obtient

[[ d73 W*(F) AW (P))* = [[ dF3 W*(7F) AP (#)] =

(W]A|w) = (W [A|w)

CQFD




* Théoreme

2 vecteurs propres (14, f) d'un opérateur hermitique A correspondants a 2 valeurs

propres différentes (| , [3) sont orthogonaux

A|u>= )L|u>=><u|A = /'\.<u|
Alr) = Blt) = (1|A = (]

Car A=A* et A,[ réelles

On X par <t| A|u>=)L|u>=><t|A|u>=)\.<t|u>

On x par |uy (t|A=B{t|=(t|Alu)=B{t|u)

‘ 0= (A - pB){t|u)

Comme les valeurs propres sont différentes, alors

0=(tluy=>|u)y L|r)
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BILAN a retenir

-L’efl valeurs propres d'un opérateur hermitique A sont
réelles

-2 vecteurs propres d'un opérateur hermitique A
correspondants a 2 valeurs propres différentes sont
orthogonaux

-la valeur moyenne d'un état quantique construit sur une
base d'états propres d'un opérateur hermitique A est réelle

38



Rappels . Détermination des valeurs propres et vecteurs propres d'un opérateur (A)
hermitique

Si A est diagonale => les éléments de la diagonale sont valeurs propres de A.
On dit que la matrice A est diagonale dans la base ®, de ses vecteurs propres

Si A est n'est pas diagonale=> les éléments de la diagonale ne sont plus valeurs propres
de A. La matrice A n'est pas diagonale dans la base ®,.

Pour I'opérateur A, on associe une matrice Dy G G
dans une base telle que
{(I)}i=1—>3 q A = a2,1 a2,2 a2,3
a;jsont les éléments de matrice de A:
d;; G35 Os3
a,; =(®,|A|D,)

*Recherche des valeurs propres det[A—M] =()

*Dans la base des nouveaux états propres de A, A est diagonale et

@) (k=1,3)
39
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* Les fonctions propres sont orthogonales et normées a l'unité |¥;)= Eci,k
=1

l




Exemple

1-Dans la base des états propres de H, la matrice H est diagonale.

2-Les éléments diagonaux de la matrice diagonale
représentent les valeurs propres de H=A.

a, 0 0 E. 0 0
A= 0 a,, 0 |=H=| 0 E 0
0 0 a, 0 0 E

3



Rappels -Si la matrice A n'est pas diagonale (termes de couplage hors diagonaux),
la diagonalisation permet d'obtenir les nouveaux états propres de A
Cad les « nouveaux » vecteurs de base qui rendent A diagonale.
a’;; constituent les nouvelles valeurs propres de A

a

b

A=

Exemple

a, 4
dy, dy;
dy, Ay

Diagonalisation

i

a, 0 0
0 a,, O
0 0 a\

Formation des 2 orbitales moléculaires de la molécule H; a partir des 2 orbitales atomiques 1s de H

(les orbitales 1s des 2 Hydrogenes sont considérées orthonormées)

Terme de couplage
Hors diag.

H

= det[ A - ol | = det

D, et O,: OA 1s des 2 atomes H

Els_a [)’

det=(E, -a)’ - f*=a’ -2aE, +(E’. - )

A=4E’ -AE’ -B*)=4B"=a+=E =B Valeurs propres
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> €

molécule

p<0

42



Vecteurs propres

Projetons alors les etats quantiques ¥, /_ (OM +/-)dans l'espace des

Propriétés

x scalaire W ,_

@/, base d’'OA orthogonales

a+ =E1s+ﬂ

Els_a+ ﬁ G _ 0
5 E, -a, 6 1o

=(E, -a,)c,+Pc,=0=>¢, =

avec ¢, +c;=1 (normalisation de la fonction d'onde)

1 1
RARN A

Y = L@l +®,) = liante

V2

a =Els_ﬁ

el

= (E, -a_ )C1+ﬂ62 0=c,=—

avec ¢’ +c;=1 (normalisation de la fonction d'onde)

1 1
= ( =ﬁ, C, = _ﬁ
1
Y = — (& -,)= antiliante
\/E 1 2

positions (1)

P

Bonding

W)= (%)2@)1 +@,|D, -D,)

(D, |®,)=(D,[®,) =5, = 0:(D, |®,) = (P, |P,) =1

W)= L{(0 o)~ o)+ o)+ (o0) oy P, LW S

Anti-bonding




